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Abstract  To control bipedal robots, trajectories are needed. To find to optimal trajectory, direct collocation 

method can be used. Direct collocation discretizes the continuous-time dynamics and uses nonlinear 

programming. Compass-gait Walker (CGW) are used as an example. Given the robotic equations and impact 

dynamics from [1], an interior point algorithm is applied to solve the nonlinear programming. Optimal  

trajectory and optimal control were computed and applied to control CGW. The results along with phase portrait 

are presented. 
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1. 도입 

본 논문의 목적은 이족보행로봇의 연구를 처음 

접하는 기계공학/전기전자공학 학부생들에게 관련 

연구를 시작할 수 있도록 큰 그림을 보여주기 위함

이다. 특히 본 [1]에서 소개하였듯, 이족보행로봇의 

제어 연구를 수행하기 위해서는 하이브리드 동역학 

모델링, 최적궤적 생성, 제어, 시물레이션 및 분석 

등의 과정이 필요하다.(그림 1) 최적궤적 생성 이외

의 과정은 [1]에서 소개하였으므로, 본 논문에서는 

최적궤적 생성에 관하여 논하고자 한다. 

 
 

 

그림 1. Compass-gait Walker 연구를 위한 순서도 

 

2. 최적 제어 

일반적인 로봇의 연속동역학 모델은 식 1 과 같

이 표현된다. 로봇이 특정한 움직임을(예: 보행) 수

행하기 위해 그에 해당하는 궤적신호를 입력신호로 

받고, 현재의 로봇상태와 비교하여 적절한 제어신

호를 생성하고, 이를 식 1 의 u로 입력해야 한다.  

 

 𝑀(𝑞)𝑞̈ + 𝐶(𝑞, 𝑞̇)𝑞̇ + 𝑔(𝑞) = 𝑢 (1) 

뿐만 아니라, 로봇이 특정 움직임을 행할 때 관

절각의 제한, 속도제한, 토크한계, 안정성을 헤치는 

움직임 등은 모두 피해야 할 것들이다. 이러한 구

속조건들을 모두 만족시키면서 특정 행동을 수행할 

수 있는 방법은 이론상 무한대다. 그렇다면 어떤 

궤적을 취해야 만족스러운 결과를 얻을 수 있을까? 

이 질문에 답하기 위해 최적제어 기법을 활용할 

수 있다. 식 2 에서 볼 수 있듯이, 목적함수(objective 

function)를 최소화하면서, 주어진 구속조건을 만족

하는 최적제어신호를 찾는 수학적 기법을 활용한다.  

 

 min
𝑢

𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡) (2) 

 subject to  

 ℎ(𝑥, 𝑢, 𝑡) = 0  

 𝑔(𝑥, 𝑢, 𝑡) ≤ 0  

 

특히, 식 2 처럼 설계변수가 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡) 와 같이 시

간의 함수로 주어질 때는 무한차원의 함수공간에서 답

을 찾는 고급 수학이론을 적용하여 답을 찾을 수 있다.  

전통적으로 Pontryagin 의 Minimal Principle 이나 

Bellman 의 Dynamic Programming 이 그 대표적인 예

다. 하지만, 이들의 수학적 아름다움과 이론적 단단

함에도 불구하고, 다양한 구속조건이 존재하거나 

차원이 높아지게 되면 현실적으로 이 방법들로는 

최적해를 찾기가 거의 불가능하다.  

 

3. Direct Collocation [2] 

이 문제를 해결하기 위해 시간에 대한 연속함수
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인 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)를 찾는 대신, 이산화(discretization) 과정을 

거친 𝑢[𝑘], 𝑥[𝑘] , 𝑘 = (1,2, … , 𝑁)를 구하는 문제로 변환

할 수 있다. 쉽게 이야기 하면 무한차원의 최적화 문제

를 유한차원의 최적화 문제로 단순화할 수 있다. 연속함

수에 대한 무한차원 문제를 이산함수에 대한 유한차원

으로 변환하는 과정을 Transcription 이라 한다. 

Transcription 을 거친 유한차원의 최적화문제는 Nonlinear 

Programming (NLP) 이라는 효율적인 알고리즘들을 통해

서 쉽게 풀 수 있다. 또한, 문제의 복잡도와 차원이 증가

하더라도 충분한 확장성을 (즉, scale up) 가지고 있다. 

또한, 기존의 로봇방정식 형태를 그대로 사용하기보

다 state space 모델을 사용하는 것이 편리하다. State vector

는 𝑥 = [𝑞𝑇 , 𝑞̇𝑇]𝑇로 정의하면, 로봇방정식은 아래와 같다. 

 

 𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢) (3) 

  
= (

𝑞̇

𝑀(𝑞)−1[−𝐶(𝑞, 𝑞̇)𝑞̇ − 𝑔(𝑞) + 𝑢]
) (4) 

 

NLP 알고리즘들은 다양한 구속조건들이 포함될 

때 효과적이다. 가장 중요한 구속조건은 바로 로봇

방정식이다.(식 3) Transcription 과정을 거쳤기 때문

에, 식 3 은 적분 수행 후 아래와 같이 표현된다.  

 

 
𝑥[𝑘 + 1] − 𝑥[𝑘] = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑢)

𝑡[𝑘+1]

𝑡[𝑘]

𝑑𝑡 (5) 

 
 ≈

∆𝑡

2
(𝑓[𝑘] + 𝑓[𝑘 + 1]) (6) 

 

여기서 ∆𝑡는 샘플링 time step이고, 식6은 Quadrature 룰 

중에서 Trapezoidal 방법이다. 𝑘 = (1,2, … , 𝑁)는 각각의 

collocation point의 인덱스를 나타낸다. Collocation point에

서 샘플링이 일어난다고 생각할 수 있다. 식 6 은 필요에 

따라 Hermite Simpson방법과 같은 고차원 방법을 사용하

여 정밀도를 높일 수도 있다. 로봇방정식 이외에도 충격

방정식, 보행의 연속성, 힐 착지, 토크제한 등의 구속조

건을 추가로 포함할 수 있다. 

마지막으로, 목적함수를 정해준다. 본 논문에서는 보

행에 사용되는 토크를 최소화하도록 설정하였다. 

 

 
∫ ∑ 𝑢𝑖

2(𝑡)
𝑖

𝑇

0

𝑑𝑡 (7) 

 

여기서 𝑇는 한걸음 보행시간이다. 이를 모두 통합하여 

식 8과 같이 NLP문제를 설정할 수 있다. 

 

 min
𝑢,𝑥,𝑇

(식 7) (8) 

 subject to  

 Equality: 로봇방정식(식 6), 충격방정식, 

연속성, 힐 착지시 발 높이 

 

 Inequality: 토크의 최대치, 관절각 허용범위  

 

본 논문에서는 범용 NLP 문제에 효율적이라고 

알려져 있는 Interior Point 법을 Julia (v1.5.4) 에서 

구현하였다.[3] 그림 2 는 Compass-gait Walker 모델 

및 Direct collocation 에서의 사용된 변수의 개수를 

보여준다. 운동방정식들은 [1]을 참조하면 된다.  

 

 

그림 2. Compass-gait Walker모델 및 Direct collocation 세팅 

그림 3은 Direct collocation의 결과로 구해진 최적궤적

과 최적제어, 그리고 이를 바탕으로 구현한 PD 제어를 

실행한 결과를 보여준다. 

 

그림 3. (a) CGW 보행 스냅샷, (b) 최적궤적, (c) 

최적제어와 PD제어, (d) phase portrait  

 

4. 결론 

Compass-gait walker(CGW)를 이용하여 최적 제어

의 방법을 소개하였다. [1]의 방법으로 물체의 연속 

동역학을 이용하여, object function 을 최소화 시키면

서 여러가지 구속 조건을 만족시키는 최적의 신호

를 찾아냈다. 시간의 함수에서 발생하는 무한 차원

의 문제점을 해결하기 위해 Direct collocation method

를 이용하였고, 이를 통해 도출된 결과를 이용하여 

효율적이고 정확한 PD 제어를 구현할 수 있었다.   

이 방법을 통하여 기계시스템을 처음 다루는 학

부생들이 여러 가지 구속 조건들을 고려하여 더 효

과적인 제어를 할 수 있을 것이다. 
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